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Wprowadzenie

W ponizszym tekscie zgromadzitem podstawowe informacje z zakresu kombinatoryki, przydatne przy
planowaniu i tworzeniu przypadkdéw testowych. Skupitem sie na przedstawieniu wygodnych i
prostych w zastosowaniu algorytmow oraz praktycznym zastosowania kazdego z nich.
Implementacje algorytmdw przedstawione sg w jezyku Java, ale zamieszczone opisy pomoga
wykorzystaé je tez w innych jezykach programowania.
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Istnieje kilka bibliotek i narzedzi, ktére moga pomdc testerom przy tworzeniu przypadkéw testowych,
szczegblnie gdy istnieje duza liczba parametréw wejsciowych dla testowanych systeméw. Nie zawsze
mozemy z nich skorzysta¢ w naszym srodowisku testowym lub nie do korica spetniajg one nasze
wymagania, dlatego uwazam, iz warto przypomniec¢ sobie i poszerzy¢ wiedze z zakresu
kombinatoryki. Wykorzystanie jej przy automatyzacji testéw pomoze nam zaoszczedzi¢ czas. Zmudne
sprawdzanie czy nie przeoczylismy jednej z mozliwosci jaka mogtaby zaistnie¢ nie jest zajeciem
pasjonujgcym. Lepiej pozostawic¢ to maszynom i zajgc sie bardziej interesujacymi zadaniami.

Permutacje

Do ilustracji tego pojecia postuze sie przyktadem funkcji wykorzystywanej w telekomunikacji. Przy
zestawianiu potgczenia funkcja ta okresla, jaki rodzaj kodowania bedzie uzywany przy transmisji.
Wykorzystuje przy tym liste kodekéw obstugiwanych przez nadawce, a kolejnos¢ elementéw na liscie
okresla priorytet sposobu kodowania. Sposéb kodowania o nizszym indeksie ma wyzszy priorytet,
czyli jest bardziej preferowany niz ten o indeksie wyzszym. Mamy tu do czynienia z
uporzadkowaniem elementéw. Oto przyktadowa tablica z danymi wejsciowymi dla naszej funkcji:

Indeks tablicy (priorytet) 0o 1 2

Identyfikator sposobu kodowania 1112 1|0

Sposoby kodowania

0 - 16kbps
1— 8kbps
2 —22kbps

Uszeregowane dane w takiej tablicy (moze to by¢ takze lista) moglibySmy nazwac permutacja bez
powtdrzen sposobdw kodowania (okreslony sposéb kodowania moze pojawic sie w tablicy tylko raz).
Zgodnie z definicjg, permutacjg bez powtdrzen zbioru ztozonego z n-réznych elementéw nazywamy
kazdy n-wyrazowy cigg utworzony ze wszystkich wyrazéw zbioru.


http://pl.wikipedia.org/wiki/Ci%C4%85g_(matematyka)

Gdyby nasz przyktadowy system obstugiwat tylko 3 sposoby kodowania, tatwo przewidzie¢, iz istnieje
tylko 6 mozliwosci ustawienia elementéw w tablicy. Przyporzadkowujac sposobom kodowania
liczbowe identyfikatory wszystkie mozliwosci przedstawione sg na przyktadzie 1.

Przyktad 1

{0, 1,2}{0,2,1}{1,0,2} {1,2,0}{2,0,1}{2, 1, 0}

Dla niewielu elementdw okreslenie wszystkich permutacji jest proste, jednak ile jest mozliwych tablic
i jak one wygladaja, gdy sposobow kodowania jest 9? Okreslenie, ile jest wszystkich mozliwosci, czyli

ilosci permutacji bez powtorzen sprowadza sie do wyznaczenia wartosci funkcji silnia (ang. factorial).
Przypomne jej matematyczng definicje:

Jak widzimy funkcje silnia mozemy zdefiniowac na dwa sposoby: rekurencyjny i iteracyjny. Mimo, ze
implementacja obu definicji wydaje sie prosta, nalezy zwrdci¢ uwage na kilka szczegotow.
Podstawowym ograniczeniem, ktdrego trzeba by¢ sSwiadomym jest maksymalna wartosé typu
zmiennej, ktérg wykorzystamy w obliczeniach. Przepetnienie zmiennej mozna tatwo przeoczyc.
Korzystajac z ponizszej iteracyjnej implementacji dla n = 25 otrzymamy wynik 2076180480. Prosze
zerkna¢ do kodu nastepnej proponowanej implementacji by sprawdzié czy wartos¢ ta jest poprawna.
Problemem dodatkowym przy rekurencyjnej implementacji jest do$¢ trudne do przewidzenia
zachowanie systemu przy zagniezdzonym wywotywaniu funkcji dla duzych n.

public static int factorial (int m) {
int ans = 1;
for (int 1 =m; i >= 1; --1){
ans = ans * 1i;
}

return ans;



Przy matych wartosciach n, rozsgdnym i zarazem najbardziej efektywnym rozwigzaniem okazuje sie
proste wpisanie wartosci do tablicy:

private static long[] factorials = new long[] {
i, 1, 2, 6, 24,
120, 720, 5040, 40320, 362880,
3628800, 39916800, 479001600, 6227020800L, 87178291200L,

1307674368000L, 20922789888000L, 355687428096000L, 6402373705728000L,
121645100408832000L,

2432902008176640000L };

public static long factorial (int n) throws IllegalArgumentException({

return factorials[n];

Jak poradzi¢ sobie z problemem generowania wszystkich mozliwych permutacji dla wiekszych
zbioréw? Pokaze dwa sposrdod wielu mozliwych algorytméw.

Generowanie permutacji w porzadku leksykograficznym

Porzadek leksykograficzny jest najprostszym i najbardziej intuicyjnym sposobem, w jakim mozemy
przedstawic kolejno wszystkie permutacje. Uktadajac ciggi w porzadku leksykograficznym
analizujemy ich kolejne elementy. Wiekszy jest ten cigg, ktérego pierwszy nieréwny element jest
wiekszy. Traktujac kolejne permutacje jako kilkucyfrowe liczby pouktadamy je wiec w porzadku
rosngcym. Wtasnie w takim porzadku przedstawione byty permutacje w przykfadzie 1.

W przedstawionym ponizej algorytmie kolejno bedziemy generowac permutacje. Pierwsza
(najmniejszg) permutacje, sktadajaca sie z kolejnych cyfr od 0 do n uszeregowanych rosnaco
wygenerujemy w konstruktorze:

public Permutation (int order) {
element = new int[order];

for (int i = 0; i< order;i++



element[i] = i;

this.order = order;

private Permutation(int[] element) {

this.element = new int[element.length];

System.arraycopy(element, 0, this.element, 0, element.length);

order = element.length;

public Permutation successor() {

Permutation result = new Permutation (this.element);

int left, right;

left = result.order - 2;
while ((result.element[left] > (result.element[left + 1])) && (left >= 1)){

--left;

if ((left == 0) && (this.element[left] > (this.element[left + 1]))) {

return null;

right = result.order - 1;
while (result.element[left] > (result.element[right])) {

--right;

int temp = result.element[left];

result.element[left] = result.element[right];

result.element[right] = temp;

int i = left + 1;

int j = result.order - 1;



while (i < j){
temp = result.element[i];
result.element [i++] = result.element([j];

result.element[j--] = temp;

return result;

W celu wygenerowania nastepnej permutacji modyfikujemy ostatnio wygenerowany cigg w
nastepujacy sposob; znajdujemy lewy indeks przeszukujac tablice od przedostatniego prawego
elementu i zmniejszamy indeks do momentu, az element po prawo (element o indeksie wiekszym o
1) jest mniejszy od elementu pod aktualnym indeksem. W przyktadzie ponizej bedziemy poruszac sie
az do elementu o indeksie 1. Prawy indeks znajdziemy rozpoczynajac poszukiwania od skrajnie
prawego elementu. Tym razem zmniejszamy indeks do momentu, w ktérym element pod aktualnym
indeksem bedzie wiekszy od elementu pod indeksem lewym. W tym przypadku bedzie to indeks 3.
Nastepnie zamieniamy miejscami elementy pod lewym i prawym indeksem i odwracamy kolejnos¢
elementéw na prawo od indeksu lewego.

Przyktad 2

Krok1{1,3,5,4,2,0}=>lewyindeks =1, prawy indeks = 3
Krok2{1, 4,5, 3,2,0}=>zamiana miejscami elementéw

Krok3{1,4,0,2,3,5}=>odwracamy kolejnos¢ elementéw na prawo od indeksu 1

Podany algorytm ma pewng wade - permutacje musimy generowac kolejno. Przy ich duzej liczbie
moze to by¢ operacja czasochtonna i czesto niepotrzebna. Mozemy tego unikna¢ korzystajac z innego
sposobu.

Generowanie permutacji wykorzystujac system factoradic

Przetestowanie tylko niektdérych, wybranych permutacji zapewni nam czesto wystarczajaca jakosc.
Istnieje kilka strategii, jesli chodzi o wybdr przypadkéw do testowania. Dos¢ skuteczne jest
testowanie losowe. Nalezy przy tym jednak pamietac by losowo wygenerowane przypadki znaczaco
sie od siebie réznity.

W celu generowania losowych permutacji mozemy wykorzysta¢ wiasciwosci zapisu liczb naturalnych
w systemie factoradic. W systemie dziesietnym podstawg pozycji sg kolejne potegi liczby tzn.



wartosci kolejnych pozycjach mnozymy przez liczbe 10 podniesionej do kolejnej potegi. System
factoradic to system, w ktérym mnozymy wartosci kolejnych pozycji przez wartosci funkgji silnia dla
kolejnych liczb naturalnych. llustruje to ponizszy przyktad.

Przyktad 3

System dziesietny

1*10°+9*10'+9*10°=1*100+9 * 10+ 9 * 1= 199

System factoradic

1*51+2%41+3*31+4*2/+5*11 =1*120+2*24+3*6+4*2+5%1=199

Wykorzystamy jednoznaczne odwzorowanie liczby zapisanej w systemie factoradic na odpowiadajaca
permutacje. Oznacza to, ze liczbe zapisang w systemie factoradic bedziemy zamieniaé na
odpowiadajaca jej doktadnie jedna permutacje.

Przyktad 4
indeks zapis odpowiadajaca
factoradic permutacja

0 {0,0,0} {0,1,2}

1 {0,1,0} {0,2,1}

2 {1,0,0} {1,0,2}

3 {1,1,0} {1,2,0}

4 {2,0,0} {2,0,1}

5 {2,1,0} {2,1,0}

Do zamiany wykorzystamy nastepujgcg procedure: poczatkowo do liczby zapisanej w systemie
factoradic dopisujemy na koricu 0 i kopiujemy jg do pomocniczej tablicy. Nastepnie zwiekszamy kazdy
element tej tablicy. Do tablicy wynikowej wpisujemy jako ostatni element wartos$é 1. Rozpoczynajac
od elementu o przedostatnim indeksie kopiujemy element z tablicy pomocniczej do tablicy



wynikowej zwiekszajgc o 1 wszystkie elementy, ktdre sa wieksze lub réwne skopiowanemu
elementowi. W ten sposdb postepujemy kopiujac kolejne elementy o coraz mniejszych indeksach.
Finalnie, po skopiowaniu wszystkich pdl zmniejszamy wartosci elementéw w wynikowe;j tablicy o 1.

public Permutation getKPermutation (int k) {

int[] factoradic = new int[order];

for (int j = 1; Jj <= order; ++j){

factoradic[order-j] = k % J;
k /= 3;

}

int[] temp = new int[order];

for (int i = 0; 1 < order; ++i){

temp[i] = ++factoradic[i];

}

this.element [order-1] = 1;

for (int i = order-2; i >= 0; --1i){
this.element[i] = temp[i];
for (int j = i+l; j < order; ++j){

if (this.element[j] >= this.element[i])

++this.element[j];

for (int i = 0; i < order; ++i){

--this.element[i];

}

return new Permutation(element);



Kombinacje

Zgodnie z definicjg, kombinacja k-elementowa zbioru elementowego A, nazywa sie kazdy k-
elementowy podzbidr zbioru A (0<ks<n). Istotng informacja jest to, ze w kombinacji nie ma znaczenia
porzadek (kolejnosé) elementéw. Czesto mamy z nig do czynienia w réznych grach. Grajac w pokera
nie ma znaczenia, w jakiej kolejnosci utozymy karty, wazne jest natomiast, jakie sg to karty.

Gdyby w naszej przyktadowej funkcji kolejnos¢ elementéw nie miata znaczenia, musielibySmy
przetestowac tylko jedng kombinacje (istnieje tylko jedna kombinacja 3-elementowa z 3 -
elementowego zbioru). Jaki wymiar miatoby zwiekszenie liczby sposobéw kodowania do 5 przy
statym rozmiarze tablicy wejsciowe;j? llo$¢ mozliwosci, jakie powinniSmy wowczas przetestowaé
wynosi 10 i mozemy je obliczy¢ korzystajgc z ponizszych wzoréw:

ck = n!
"kI*(n —k)!

ck— n*(n-D)*(n-2)*...*(n-k +1)
" k!

Ck :Cn—k

Wykorzystujac drugi wzér nie bedziemy musieli wylicza¢ wartosci funkgji silnia dla duzych
argumentéw i zmniejszymy warto$¢ mianownika. Trzeciego wzoru warto uzyc¢ kiedy n-k<k.

public static long c(long n, long k) {

if (n < k) return 0;

if (n == k) return 1;

long delta, iMax;

if (k < n-k){
delta = n-k;
iMax = k;

lelse {

delta = k;



iMax = n-k;

long ans = delta + 1;
for (long i = 2; i <= iMax; ++i){

ans = (ans * (delta + i)) / 1i;

return ans;

Chcac pozna¢ liczbe kombinacji mozemy réwniez wykorzystac tréjkat Pascala i jego wtasciwosci.

Pozostaje jeszcze problem generowania kombinacji. Najlepiej robi¢ to w znanym nam porzadku
leksykograficznym. Tym razem réwniez bedziemy modyfikowa¢ ostatnio wygenerowang kombinacje.
Zaczynamy od ostatniego jej elementu i poszukujemy elementu rownego n-k poruszajac sie w lewo.
Nastepnie zwiekszamy o 1 znaleziony element i elementy o indeksach wyzszych.

public Combination successor () {

if (this.element.length ==

this.element[0] == this.n - this.k

return null;

Combination ans = new Combination(this.n, this.k);

int i;

for (i = 0; 1 < this.k; ++i

ans.element[i] = this.element([i];

for (i = this.k - 1; 1 > 0 && ans.element[i] == this.n - this.k + i; --1i) ;

++ans.element[1];



for (int j = i; j < this.k - 1; ++3j)

ans.element[j+1] = ans.element[]j] + 1;

return ans;

Wariacje

Znajac juz pojecie permutacji i kombinacji mozemy przej$¢ do wariacji. Wariacjg bez powtdrzen k-
wyrazowq zbioru n-elementowego A nazywamy kazdy k-wyrazowy ciag k réznych elementéw tego
zbioru. Zgodnie z definicja mamy tu do czynienia z ciggami, istotna jest wiec kolejnos¢ elementdw.
Zwroémy uwage, ze gdy k=n, wariacje bez powtdrzen nazywa sie permutacja.

Przy wyliczaniu liczby wariacji mozemy skorzystac z ponizszych wzordw i tu réwniez lepiej
wykorzystaé drugi wzdr z powoddw opisanych powyze;j:

N
" (n—k)!
VE=n*(n-1D*.*(n-k)

Wracajac do pierwszej wersji naszej przyktadowej funkcji przy 5 sposobach kodowania i 3
elementowej tablicy liczba wszystkich mozliwosci wynositaby:

3 51

Ve = =5%4*3=60
(5-3)!

Przy generowaniu wariacji mozemy wykorzystac ciekawa zaleznos¢:

Vi=Ci R



Oznacza to, ze w pierwszym etapie mozemy wygenerowac kombinacje i znalez¢ dla niej wszystkie
mozliwe permutacje. Implementacja z wykorzystaniem przedstawionych wyzej funkcji jest juz prosta i
pozostawie j3 czytelnikowi.

Powtorzenia elementow

Do tej pory zaktadaliémy, iz elementy w generowanych ciggach nie bedg sie powtarzaé. Co zrobic¢ gdy
nasz system dopuszcza taka mozliwo$¢? Generowanie wariacji z powtdrzeniami nie przysparza
ktopotdw. Kolejne przypadki generowac¢ mozna w zagniezdzonych petlach przebiegajgcych po
wszystkich elementach zbioréw.

for (int i; i < n; i++){
for (int j; j < n; J++){

element[i] = i;

element[j] = j;

llo$¢ mozliwosci, jakich mozemy sie spodziewac przedstawiona jest ponizej i jest to najwieksza liczba
sposréd prezentowanych.

k
V,=n*

Ograniczenia jakie posiada nasz system moga spowodowac zmniejszenie liczby mozliwosci. Mozna w
takim wypadku zastosowac zabieg generujgcy interesujacy nas zbiér. Gdybysmy dopuscili mozliwosé,
by kodowanie 16kbps mogto wystgpi¢ w tablicy parametrow wejsciowych naszej przyktadowej funkcji
dwa razy, nalezy dla potrzeb generowania przypadkéw przypisa¢ mu drugi, pomocniczy identyfikator
np. 3. W ten sposéb zwiekszamy nasz zbiér elementdw i generujemy permutacje badz kombinacje jak
dla przypadku bez powtdrzen. Po wygenerowaniu zbioru pozostaje zamiana pomocniczego
identyfikatora na wtasciwy. Nalezy pamietac, ze dopuszczajgc powtdrzenia zwieksza sie liczba
mozliwosci, ktéra wynosi dla permutacji i kombinacji odpowiednio:



- n!

n=——"""
* * *
n!*n,1*..*n,!

gdzie N=n, +n, +....+ N, i N, oznacza ilos¢ wystgpien k-tego elementu zbioru.

Et; _ (k+n-=-1!
kI*(n-1)!

Jesli uzyjemy przedstawionego powyzej sposobu, otrzymamy niestety wiekszg liczbe ciggow.
Uwazam jednak, iz prostota rozwigzania rekompensuje tg niedogodnos¢ i w wiekszosci przypadkéw
moze by¢ on stosowany.

Podsumowanie

Testowanie oprogramowania jest dziedzing, ktéra opiera sie formalizacji i bardzo trudno znalezé¢ w
niej uniwersalne rozwigzania. Mam nadzieje, ze przedstawione informacje pomoga osobom
rozpoczynajacym przygode z testowaniem oprogramowania w wypracowaniu wiasnych,
dostosowanych do indywidualnych potrzeb, metod.

W codziennej praktyce testera problemy zwigzane z testowaniem oprogramowania sg znacznie
bardziej skomplikowane niz te przedstawione w artykule. Czesto jednak wykorzystanie takich metod,
jak podziat na klasy rownowaznosci, pozwala sprowadzi¢ je do postaci, w ktérej mozna wykorzystac
prezentowane sposoby. Mogg one tez postuzy¢ do wstepnego oszacowania liczby przypadkéw
testowych i stworzenia ich bazy. Podobnie bardziej skomplikowane struktury jak grafy czy tablice
wielowymiarowe mozna uprosci¢ do postaci tablic jednowymiarowych.



